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1 Klasické spinové viny ve feromagnetech

e uvazujeme klasické lokalizované spiny na Bravaisové miizce (indexy uzlu
miizky m, n), které interaguji podle izotropniho Heisenbergova hamiltonidnu
H s feromagnetickymi parovymi vyménnymi interakcemi Jyp, (Jnm = Jmn >
0, Jym = 0):

H:—%ZJmnsmsn—szmz, (1)

kde b > 0 zna¢i malé kladné magnetické pole ve sméru osy z (b — 0) a
kde jednotkové vektory s,, = (Smau, Smy, Smz) lezi v okoli ‘severntho pélu’

(|Smx| < 17 |5my| < 1, Sz ~ 1)

e nase cile jsou: (i) existence a dynamika kolektivnich excitaci [spinovych
vin (magnonu) a jejich disperzni zdkon| a (ii) statistické vlastnosti (zejména

nizkoteplotni chovani (s,,.))
e v piipadé jediného spinu (uzlovy index vynechdn) je hamiltonidn
H=—bs,, (2)
jehoz statistické vlastnosti zahrnuji znamou teplotni zévislost (s.):
(s:)=L(BY),  B=(keD)™",  L(z)=coth(z) —a™", (3

kde L£(x) znac¢i Langevinovu funkci s asymptotikami £(z) ~ x/3 pro x — 0

aL(r)~1—x"!prox — +oo
e dynamika jediného spinu plyne ze zakladnich Poissonovych zavorek

{84,8y} = ks, {sy,5:} = ks, {52,5:} = Ksy, (4)



kde xk > 0 je konstanta, a z hamiltonovskych pohybovych rovnic
$p = {84, H} = Kbsy, Sy ={sy, H} = —kbs, . (5)

Ty lze snadno tesit napt. zavedenim komplexnich proménnych

Sy T 1Sy

gL =2 = S_,8.} = iKs,, 6
coz dava
Sp=TFirbse,  si(t)=se(0)exp(Fiwt), w=nrb,  (7)

coz odpovida periodickému pohybu s frekvenci w imérnou magnetickému
poli b.
Poznamenejme, ze v tomto hamiltonovském popisu predstavuje jednotkova

koule (s2 + 52 + 52 = 1) dvoudimenzionalni fdzovy prostor jediného spinu.

e pro spiny na Bravaisové miizce vyjadiime vSechny z-ové slozky jednotko-

vych spinovych vektoru s,, pomoci slozek x- a y-ovych,

52 4 s>
szz,/l—sfm—sfnyzl—ime =Y (8)

coz vede k nésledujici aproximaci puvodniho hamiltonidanu, rov. (I):
1 1
H = 5(\7 +0) Z(Sfm + 572ny) D) Z Jmn (SmaSnz + SmySny) » 9)

m mn

kde jsme ignorovali aditivni konstantu a zanedbali cleny 4. Tadu v sp,4, Sny-

Veli¢ina J znaé¢i{ miizkovou sumu

T = Jmn >0. (10)

e v analogii s rov. ([@) zavedeme komplexni spinové proménné

smi:w’ (11)

V2

coz vede ke vztahtum

Sm4+ + Sm— . Sm4+ — Sm—
Sma = ——=— Smy = —l———=, 12
- y - (12)

a k identitam

2 2 _
Sz T Smy = 28m+Sm—,

SmaSnz + SmySny = Sm+Sn— + Sm—Sn+ - (13)



Déle plati zfejmy vztah
Sm4 = S;kn— : <14>
e piiblizny hamiltonian, rov. (@), muze byt nyni preveden do tvaru

H = (j—l—b)Zs,,Hsm, — ZJmn Smt-Sn - (15)

Dynamika generovand timto hamiltonianem plyne z ptibliznych Poissonovych

zavorek (pro jednoduchost s k = 1):
{Sma» Sny} = OmnSmz = Omn {Sm—s Sn+} = i0mn , (16)

coz dava konecné pohybové rovnice
$j- = {sj= H} = i(T +b)sj— — i) JjnSn—, (17)

které predstavuji soustavu linearnich diferencidlnich rovnic 1. fadu pro lokalni

spinové proménné s;_.

e pro systémy s transla¢ni invarianci parovych interakct, Joirnir = Jyn, 1z€
soustavu pohybovych rovnic, rov. (), vytesit pomoci miizkovych Fouriero-

vych transformaci:
Jk) = > exp(ik-T,) Juo,

Sa(k) = %N;expmk-msni, (18)

kde k je vektor reciprokého prostoru (typicky v 1. Brillouinové zéné dané
Bravaisovy miizky), T,, znaci vektor n-tého mfizkového uzlu a kde N znaci
pocet miizkovych uzli ve velkém koneéném krystalu s periodickymi okra-

jovymi podminkami
e ziejmym dusledkem ptredchozi definice, rov. ([I8)), je

Si(k) =52 (k), (19)
a inverzni mfizkova Fourierova transformace dana pomoci:

St = \/Lﬁg exp(+ik - T,,) 5+(k), (20)

kde suma probiha pres N diskrétnich vektoru k v 1. Brillouinové zéné



e pro Poissonovy zavorky dostavame z rov. (I8) a rov. (L6

(5.(K), 5, (K)} — %Z exp(ik - Ty, — ik - Tp) {5, 51}

0mn
1
= Y explilk — )T, i,
S
coz nakonec dava jednoduché pravidlo
{5-(k), 5+ (k)} = iduc (21)

kde k a k’ patii k N diskrétnim vektorum v 1. Brillouinové zéné

e Fourierova transformace rov. (7)) ddva vysledek
5_(k) = iwk)s_(k), wk) =b+T—Jk), (22)

ktery dokazuje, ze Casovy vyvoj proménné 5_(k) pro vybrany vektor k je
nezavisly na dynamice pro ostatni vektory k' # k; velicina w(k) znaéi

frekvenci pfislusného kolektivniho médu — spinové viny (magnonu)

e zavislost frekvence w(k) na vektoru k definuje magnonovy disperzni zdkon,
viz piiklad na obr. [I} plati: (i) w(k) > 0, (i) w(—k) = w(k), a (iil) w(k) ~
DEk? pro nulové pole (b = 0) a k — 0 v kubickych mfizkach, kde D znaci
konstantu tuhosti spinovych vin. Vlastnost w(0) = 0 pro b = 0 odrézi
invarianci izotropniho spinového hamiltonidnu, rov. ([I), vici globélni rotaci

vSech lokélnich spinu s,,.

e feseni rov. (22) je trividlni; feseni puvodnich pohybovych rovnic, rov. (1),
plyne z inverzni Fourierovy transformace, rov. (20), tj. je ddno linedrni su-

perpozici prispévku jednotlivych moédu

e transformace hamiltonidnu, rov. (I3, do vyrazu obsahujictho proménné
54 (k) plyne z vyuziti inverzni Fourierovy transformace, rov. (20). To dava

pro prvni ¢len rov. ([IH):
1

> SmaSme = Z, I > expli(k — k') - Tp)] 54(k)5_(K')
Sreie
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Figure 1: Magnonovy disperzni zékon, rov. (22), pro feromagnet na prosté
kubické mftizce s vyménnymi interakcemi J,,, nenulovymi jen mezi prvnimi
(J1 > 0) a druhymi (Jy = J;/8) nejblizsimi sousedy. Magnonova frekvence
w(k) pro b = 0 je vynesena podél hran ireducibilni Brillouinovy zény prosté

kubické mrizky.

zatimco pro druhy ¢len v rov. (IH]) dostdvame:

Z Jimn Sma-Sn—
mn

_ %Z 5 o explik - T, = i - T,) 5. (105 ()
= Z/ 5, (k)5_ (k) % > expli(k — k') - T,] Y _explik - (T, — T0)] Jium

Oer/ J(k)

— zkj J(k)3,(k)5_(k).

e konecny tvar hamiltonianu pak je
H =% wl)s, (k) (k). (23)
K

coz dokazuje [s pomoci rov. (I9) a rov. ([2I])], Ze systém je ekvivalentni sou-

stavé N nezavislych linedrnich harmonickych oscildtoru s frekvencemi w(k)

e statistické vlastnosti transformovaného hamiltonidnu, rov. (23), vedou k

relacim

(505 (K) = dae (5005 (), (5,005 () = 2o, (24)




kde prvni odrazi nezavislost dvou médu s k # k', zatimco druha je dusledkem
ekviparti¢niho teorému klasické Boltzmannovy statistiky (aplikované na li-

nearni harmonicky oscilétor)

e z-ovou slozku m-tého lokdlniho spinu lze vyjadiit z rov. (§), rov. (I3) a

rov. (20) jako
1

> explile —K) - T 5. (15 (K)

kk’

Smz = 1 — S8y = 1 —
takze jeji statistické vysttedovani lze snadno ziskat z rov. (24]),

(sma) = 1 — %;(&r(k)i(k)) — - kBT%¥ ﬁ (25)

Tento vysledek dokazuje, ze: (i) redukce sttedni magnetizace pfi koneénych
teplotach je diky teplotni excitaci spinovych vin, a (ii) klasicky pfistup vede
k linedrnimu poklesu magnetizace s rostouci teplotou, v rozporu s Blochovym

3/2-ovym zakonem.

2 Kvantovy ptipad pro spiny S = 1/2

e v pripadé jediného kvantového spinu se spinovym kvantovym ¢éislem S
(S=1/2,1,3/2,2,...) je Hilbertuv prostor (25 + 1)-dimenzionalni a spinové
operatory s = (s, 5y, ;) spliuji s> = s2 + s + s7 = S(S + 1) a komutacni
relace (s h = 1)

(S, Sy] =15, Sy, 82] = 184, [S2, 8] = 15y, (26)
které odpovidaji klasickym Poissonovym zavorkam, rov. ()

e v piipadé S = 1/2 lze spinové operatory realizovat pomoci Pauliho spino-

vych matic 2 x 2 jako

101 1 ({0 — 1({1 0

Sy = = . Sy == ,  Sy=-— (27)
2\1 0 2\i 0 2\ 0 -1

e Hamiltonian spinu interagujictho s magnetickym polem b ve sméru osy z

je stejny jako v klasickém pripadé, rov. (),

H = —bs. (28)



a jeho statistické vlastnosti pro S = 1/2 lze snadno odvodit z vlastnich

hodnot operatoru s,, tj. Ay = 1/2 a A} = —1/2, a z piislusnych vlastnich

1 0
|¢>=(0), |¢>=(1), (20)

coz davé kvantovou statistickou stfedni hodnotu s, rovnou

(s.) = %tanh (%) : (30)

vektoru

kde tanh(x) ~ x pro z — 0 a tanh(z) =~ 1 — 2exp(—2x) pro © — +oc.

Posledni vysledek 1ze zobecnit pro vyssi S; to vede na
(s:) = SBs(B5b), (31)
kde Bg(z) zna¢i Brillouinovu funkci.
e dynamika spinovych operatoru v Heisenbergové reprezentaci
A(t) = exp(iHt)Aexp(—iHt), A(t) = i[H, A(t)], (32)
dava pohybové rovnice stejné jako v klasickém pripadé, rov. ([,
$p = —ib[s,, 84 = bsy, $y = —ib[s,, sy] = —bs,, (33)
které lze fesit (pro libovolné S) stejnym zpusobem, viz rov. (@) a rov. (),
Sy = S, £ isy = (54,8 ] =2s,, S5+ = Fibsy, (34)
coz vede k periodickému pohybu s frekvenci w = b

e ve specidlnim piipadé S = 1/2 spliuji zavedené operatory st vztahy

0 1 0 0 1 35)
Sy = ., S_= , S, = ——5_5,,
" 00 10 2 *

a déle plati nasledujici identity

1
2 2 2 2 2 ot
sm—sy—sz—z, =0, Sy =581,

sl 1)=0,  sld)=11), s[4 =0, s P)=1). (36)

Tyto relace ukazuji, ze pro spinové stavy pobliz ‘severniho pélu’ 1ze operator

5_sy povazovat za ‘maly’.



e pro kvantovy feromagnet s S = 1/2 na Bravaisové mfizce jsou vztahy

podobné jejich klasickym protéjskum; tvar hamiltonianu volime, viz rov. (),
H:—ZJmnsm~sn—szmz, (37)

kde s, = (Sma, Smy, Sm2) & kde komutacni relace mezi slozkami spinovych
operatoru s,, a s, jsou
. 7
[Smmasny] = Z(Smnsmz ~ éémna (38)

coz odpovida Poissonovym zavorkam v rov. ([I6)

e operatory s,,+ jsou definovany pomoci
Smt = Sma T 1Smy = [Sm+s Sn—] = Omn (39)

takze puvodni slozKy Sz, Smy & Sm. 1ze vyjadrit jako

_Sm++3m— __.Sm—l—_sm— _1_ (40)
Sma = 2 ’ Smy - ? 2 9 Smz = 2 Sm—Sm+

viz téz rov. (33

e k vyjadreni hamiltonidnu, rov. (37), pomoci s,,+ vyuzijeme

1
SmaSnz T SmySny = §<5m+5n7 + Smfant) s
1 1
SmzSny 1 §<3m75m+ + Sp_Snt), (41)

kde ve druhém vztahu jsme zanedbali ¢len s, Sy Sp—Snt (soucin dvou ‘ma-

Iych’ operatoru); to vede na tvar
H=(J+b) Zsm_sm+ — Z Jmn Sm—Snt s (42)

kde jsme vynechali aditivni konstantu. Tento vysledek se shoduje s klasickym
vyrazem rov. (H); vSimnéme si pofadi operdtoru s,,_ a s, , dulezité zejména

v prvnim clenu

e pohybova rovnice pro operatory s,,_ plyne z rov. ([82), rov. (89) a rov. (42):
$j— = ilH,s;-] = (T +b)sj— — iy Jinsn_, (43)

coz je soustava linedrnich rovnic shodnd s klasickou rov. (I7)



e miizkova Fourierova transformace vedouci k operatorum 5 (k) a jeji inverze

jsou shodné s rov. (I8) a rov. ([20); podobné dostaneme
51(k) =51(k), [5+(k), 5-(K')] = dwac’, (44)

jakozto kvantové protéjsky klasickych vztahu, rov. (I9) a rov. (21I); pohybova
rovnice pro operator 5_(k) je shodné s klasickou rov. ([22)), coz davéd shodny

magnonovy disperzni zakon w(k)

e vyjadreni hamiltonidanu, rov. (42)), pomoci operatoru 5 (k) lze ziskat stej-

nym zpusobem jako v ptipadé klasickém; vysledek je
H =3 wl)s (k)5 (k). (45)
Kk

ktery se lisi od klasické rov. (23] pouze poradim 5_(k) a 5, (k) a ktery
dokazuje ekvivalenci kvantového feromagnetu se systémem nezavislych line-

arnich harmonickych oscilatoru

e kvantové statistické vlastnosti hamiltonidnu H, rov. ([@3)), vedou ke vz-

tahum analogickym s rov. (24)), totiz,

(054 (K)) = e (5-(K)3,(K)).
1

<§*<k>§+<k>> = exp[ﬁw(k)] 1’ (46>

kde druhy vztah odrézi kvantové statistické vlastnosti jediného linedrniho

harmonického oscilatoru a predstavuje téz specialni ptipad Bose-Einsteinovy

distribu¢ni funkce

® operator s, lze Vyjédi"it 7 TOV. ([I)]) a rov. (20)) jako

1
= = = Sp-Smt = = — — Z expli ) - Tl 5-(k)s,(K),
2 kk/

sz

takze jeho kvantova statistickd stfedni hodnota vede s pomoci rov. (46]) a

pro b= 0 na
1 1 1 1
- — — s (k)sy(k) = = — =
<8mz> 2 N ; <S ( )S+< ) 2 N g eXp )] _ 1

1 1 1

~ - — d’k
2 Qpy /BZ exp(BDE?) — 1

00 2

~ Lo Am / i dk
2 QpzJo exp(BDk?)—1
1 2 _ yl/?

= - — D 3/2/ ———dy, 47
5~ o 0y [T ey (47)



kde Qg znaci objem 1. Brillouinovy zony a kde jsme aproximovali disperzni
zakon w(k) ~ Dk?; vyslednd teplotni zévislost je tak
1
(sm) = 5 = AT3? (48)
kde A je konstanta; tento vysledek je Blochuv 3/2-ovy zdkon

e provedené odvozeni rov. (@8] ukazuje, ze Blochuv zdkon ma puvod v tepelné
excitaci kolektivnich médu (magnont) s kvadratickou disperzni zavislosti;

jejich vlastnosti pii konecnych teplotach vyzaduji pouziti kvantové statistiky

e poznamenejme, ze stiedni hodnoty (integraly) pies 1. Brillouinovu zénu v
rov. (25) a rov. (@) jsou konecné ve tiidimenzionalnich systémech, ale diver-
guji v nizsich dimenzich. Tato skutecnost ma tésnou souvislost s Mermin-
Wagnerovym teorémem o absenci spontannich magnetickych uspoirddani pro

isotropni Heisenbergovy modely v dimenzich jedna a dveé.

3 Magnony v antiferomagnetech

e uvazujme jednoduchy Heisenberguv model antiferomagnetu na Bravaisové
miizce; jeho klasicky hamiltonian je

1
H:_§ZJmn<Sm'Sn+rm'rn)"'_LZSm'rm’ (49>

mn m
kde s,, a r,, jsou dva jednotkové vektory spjaté s m-tym uzlem mftizky;
vektory s, lezi pti ‘severnim poélu’, zatimco vektory r,, lezi pii ‘jiznim polu’;
parové vyménné interakce .J,,, jsou feromagnetické (J,,, > 0) a velic¢ina

L > 0 definuje lokélni antiferomagnetickou interakeci

e podobné jako v Sekci [Il muzeme pouzit priblizeni

2 2 2 2
S+ S re .+
~ mz my ~ mz my
Sme X l—————,  rpe R -l ———, (50)
2 2
a zavést komplexni proménné
Smaz T 1Smy Tz I 1my
Smt = 5 'mt = s (51)
V2 V2
coz vede ke vztahum
Sm S ~ 14+ 8180 + Sm_Snt — SmiSm— — SntSn_,
T Ty = L4707 The — Tt T — Tt T
Sm Tm ~ —14SuiTme + Sm—Tmt + SmeSme + s Tm— (52)

10



které lze pouzit v puvodnim hamiltonidnu, rov. ([49). Vyslednd nova forma

hamiltonianu je

H = — Z T (SmaSn— + T Tn_)

mn

+(J + L) Z (8mtSm— + TmtTm-)

m

+ LY (SmtTme + Sm—Tm+) (53)

kde veli¢ina J > 0 je definovéna v rov. (I0) a kde byl vypustén konstantni

Clen.

e dynamika generovand hamiltonidnem H, rov. (53), plyne z pftibliznych

Poissonovych zavorek

{Sm,7 Sn+} = 10mn ) {Tm,, TnJr} = —i0mn ) <54>

jakoz i z dalsich trividlnich zévorek, jako napt. {s,,—, rn+} = {Sms,Tne} = 0.

Vysledné pohybové rovnice jsou

éj, = l—ZJjnSn —+ (j-'-L)Sj, -+ L’T’j] s

R R O/ C R Ca  RR R B
coz predstavuje zobecnéni feromagnetického pripadu, viz rov. (I7).

e miizkova Fourierova transformace vSech velicin se zavadi shodné s predchozi
rov. (I8) [vztahy 7i(k) <> r+ a S:(k) < S,+ jsou shodné], coz vede k
pohybovym rovnicim pro 5_(k) a 7_(k), tj.,
S(k) = i[MK5E (k) + L (k)], M) =L+J-Jk),
ro(k) = —i[M(k)i_(k)+ L5 (k)], (56)
které jsou vzajemné svazané diky antiferomagnetické interakci L
e fundamentdlni feseni rov. (BO) jsou charakterizovdna specidlni ¢asovou

zavislosti, ¢_(k,t) o expliw(k)t], ¢ = r,s, coz vede na zFejmy problém

vlastnich hodnot:
M(k) — w(k) L

=0, (57)
L M (k) + w(k)

ktery umoznuje explicitni vyjadieni frekvence w(k) jako
Wi k) = [T = JK)] 2L+ T - J(K)], (58)

11



kde prava strana je vzdy nezapornd diky prijatym predpokladum o vymeén-

nych interakcich J,,, a L

e vysledny magnonovy disperzni zdkon, rov. (B8], se pro L = 0 redukuje na
ptripad feromagnetu, rov. (22), zatimco pro L > 0 se kvalitativné lisi pro malé
vektory k: plati w(k) ~ (2LD)?k pro k — 0, kde D znaci spinovou tuhost
feromagnetické parové interakce Jym, tj. J —J (k) ~ DEk? pro k — 0; linedrn{
disperze pro antiferomagnetické magnony vede (v kombinaci s kvantovou
statistikou) k odlisnému nizkoteplotnimu chovani ruznych veli¢in (magneti-
zace podmiizek, mérné teplo) antiferomagnetu ve srovnéni s feromagnety s

kvadratickou disperzi magnoniu

e Gplné feseni modelu vyzaduje vlastni vektory problému v rov. (B7). To

vede na veli¢iny

u(k) = 2 g = M)
VI = i) — M (k)P VL2 = [wi) — M (k)P
kde w(k) > 0 spliuje rov. (58)); normalizace se voli jako
u?(k) —vi(k) =1, (60)
a nové dynamické promeénné a,(k), 1 = 1,2, se pak zavedou vztahy
S+(k) = u(k)ai(k) +v(k)az(k),
Pk = o(k)ar (k) + u()al(k) (61)
Lze dokéazat, ze Poissonovy zavorky mezi novymi proménnymi splnuji
{a).(k), av(K)} = i0pbdae,  {au(k),a(k)} =0, (62)
a ze hamiltonidn H, rov. (53J), lze psat ve tvaru
H = zk: w(k) [a1(k)aj (k) + as(k)az(k)] . (63)

Naznaceny postup predstavuje specialni ptipad Bogoljubovovy transformace;
vysledné rov. (62)) a rov. (63) dokazuji ekvivalenci antiferomagnetu se systé-

mem nezavislych linedarnich harmonickych oscilatoru.
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