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1 Klasické spinové vlny ve feromagnetech

• uvažujeme klasické lokalizované spiny na Bravaisově mř́ıžce (indexy uzl̊u

mř́ıžky m, n), které interaguj́ı podle izotropńıho Heisenbergova hamiltoniánu

H s feromagnetickými párovými výměnnými interakcemi Jmn (Jnm = Jmn ≥
0, Jmm = 0):

H = − 1

2

∑

mn

Jmn sm · sn − b
∑

m

smz , (1)

kde b > 0 znač́ı malé kladné magnetické pole ve směru osy z (b → 0) a

kde jednotkové vektory sm = (smx, smy, smz) lež́ı v okoĺı ‘severńıho pólu’

(|smx| ≪ 1, |smy| ≪ 1, smz ≈ 1)

• naše ćıle jsou: (i) existence a dynamika kolektivńıch excitaćı [spinových

vln (magnon̊u) a jejich disperzńı zákon] a (ii) statistické vlastnosti (zejména

ńızkoteplotńı chováńı 〈smz〉)

• v př́ıpadě jediného spinu (uzlový index vynechán) je hamiltonián

H = −bsz , (2)

jehož statistické vlastnosti zahrnuj́ı známou teplotńı závislost 〈sz〉:

〈sz〉 = L(βb) , β = (kBT )
−1 , L(x) = coth(x)− x−1 , (3)

kde L(x) znač́ı Langevinovu funkci s asymptotikami L(x) ≈ x/3 pro x → 0

a L(x) ≈ 1− x−1 pro x → +∞

• dynamika jediného spinu plyne ze základńıch Poissonových závorek

{sx, sy} = κsz , {sy, sz} = κsx , {sz, sx} = κsy , (4)
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kde κ > 0 je konstanta, a z hamiltonovských pohybových rovnic

ṡx = {sx, H} = κbsy , ṡy = {sy, H} = −κbsx . (5)

Ty lze snadno řešit např. zavedeńım komplexńıch proměnných

s± =
sx ± isy√

2
⇒ {s−, s+} = iκsz , (6)

což dává

ṡ± = ∓iκb s± , s±(t) = s±(0) exp(∓iωt) , ω = κb , (7)

což odpov́ıdá periodickému pohybu s frekvenćı ω úměrnou magnetickému

poli b.

Poznamenejme, že v tomto hamiltonovském popisu představuje jednotková

koule (s2x + s2y + s2z = 1) dvoudimenzionálńı fázový prostor jediného spinu.

• pro spiny na Bravaisově mř́ıžce vyjádř́ıme všechny z-ové složky jednotko-

vých spinových vektor̊u sm pomoćı složek x- a y-ových,

smz =
√

1− s2mx − s2my ≈ 1− s2mx + s2my

2
, (8)

což vede k následuj́ıćı aproximaci p̊uvodńıho hamiltoniánu, rov. (1):

H =
1

2
(J + b)

∑

m

(s2mx + s2my) − 1

2

∑

mn

Jmn (smxsnx + smysny) , (9)

kde jsme ignorovali aditivńı konstantu a zanedbali členy 4. řádu v smx, sny.

Veličina J znač́ı mř́ıžkovou sumu

J =
∑

n

Jmn > 0 . (10)

• v analogii s rov. (6) zavedeme komplexńı spinové proměnné

sm± =
smx ± ismy√

2
, (11)

což vede ke vztah̊um

smx =
sm+ + sm−√

2
, smy = −i

sm+ − sm−√
2

, (12)

a k identitám

s2mx + s2my = 2sm+sm− ,

smxsnx + smysny = sm+sn− + sm−sn+ . (13)
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Dále plat́ı zřejmý vztah

sm+ = s∗m− . (14)

• přibližný hamiltonián, rov. (9), může být nyńı převeden do tvaru

H = (J + b)
∑

m

sm+sm− −
∑

mn

Jmn sm+sn− . (15)

Dynamika generovaná t́ımto hamiltoniánem plyne z přibližných Poissonových

závorek (pro jednoduchost s κ = 1):

{smx, sny} = δmnsmz ≈ δmn , {sm−, sn+} ≈ iδmn , (16)

což dává konečné pohybové rovnice

ṡj− = {sj−, H} = i(J + b)sj− − i
∑

n

Jjnsn− , (17)

které představuj́ı soustavu lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu pro lokálńı

spinové proměnné sj−.

• pro systémy s translačńı invarianćı párových interakćı, Jm+r,n+r = Jmn, lze

soustavu pohybových rovnic, rov. (17), vyřešit pomoćı mř́ıžkových Fouriero-

vých transformaćı:

J̃(k) =
∑

n

exp(ik ·Tn) Jn0 ,

s̃±(k) =
1√
N

∑

n

exp(∓ik ·Tn) sn± , (18)

kde k je vektor reciprokého prostoru (typicky v 1. Brillouinově zóně dané

Bravaisovy mř́ıžky), Tn znač́ı vektor n-tého mř́ıžkového uzlu a kde N znač́ı

počet mř́ıžkových uzl̊u ve velkém konečném krystalu s periodickými okra-

jovými podmı́nkami

• zřejmým d̊usledkem předchoźı definice, rov. (18), je

s̃+(k) = s̃∗−(k) , (19)

a inverzńı mř́ıžková Fourierova transformace daná pomoćı:

sn± =
1√
N

∑

k

exp(±ik ·Tn) s̃±(k) , (20)

kde suma prob́ıhá přes N diskrétńıch vektor̊u k v 1. Brillouinově zóně
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• pro Poissonovy závorky dostáváme z rov. (18) a rov. (16)

{s̃−(k), s̃+(k′)} =
1

N

∑

mn

exp(ik ·Tm − ik′ ·Tn) {sm−, sn+}
︸ ︷︷ ︸

iδmn

=
1

N

∑

n

exp[i(k− k′) ·Tn]

︸ ︷︷ ︸

δ
kk′

i ,

což nakonec dává jednoduché pravidlo

{s̃−(k), s̃+(k′)} = iδkk′ , (21)

kde k a k′ patř́ı k N diskrétńım vektor̊um v 1. Brillouinově zóně

• Fourierova transformace rov. (17) dává výsledek

˙̃s−(k) = iω(k)s̃−(k) , ω(k) = b+ J − J̃(k) , (22)

který dokazuje, že časový vývoj proměnné s̃−(k) pro vybraný vektor k je

nezávislý na dynamice pro ostatńı vektory k′ 6= k; veličina ω(k) znač́ı

frekvenci př́ıslušného kolektivńıho módu – spinové vlny (magnonu)

• závislost frekvence ω(k) na vektoru k definuje magnonový disperzńı zákon,

viz př́ıklad na obr. 1; plat́ı: (i) ω(k) ≥ 0, (ii) ω(−k) = ω(k), a (iii) ω(k) ≈
Dk2 pro nulové pole (b = 0) a k → 0 v kubických mř́ıžkách, kde D znač́ı

konstantu tuhosti spinových vln. Vlastnost ω(0) = 0 pro b = 0 odráž́ı

invarianci izotropńıho spinového hamiltoniánu, rov. (1), v̊uči globálńı rotaci

všech lokálńıch spin̊u sm.

• řešeńı rov. (22) je triviálńı; řešeńı p̊uvodńıch pohybových rovnic, rov. (17),

plyne z inverzńı Fourierovy transformace, rov. (20), tj. je dáno lineárńı su-

perpozićı př́ıspěvk̊u jednotlivých mód̊u

• transformace hamiltoniánu, rov. (15), do výrazu obsahuj́ıćıho proměnné

s̃±(k) plyne z využit́ı inverzńı Fourierovy transformace, rov. (20). To dává

pro prvńı člen rov. (15):

∑

m

sm+sm− =
∑

kk′

1

N

∑

m

exp[i(k− k′) ·Tm]

︸ ︷︷ ︸

δ
kk′

s̃+(k)s̃−(k
′)

=
∑

k

s̃+(k)s̃−(k) ,
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Figure 1: Magnonový disperzńı zákon, rov. (22), pro feromagnet na prosté

kubické mř́ıžce s výměnnými interakcemi Jmn nenulovými jen mezi prvńımi

(J1 > 0) a druhými (J2 = J1/8) nejbližš́ımi sousedy. Magnonová frekvence

ω(k) pro b = 0 je vynesena podél hran ireducibilńı Brillouinovy zóny prosté

kubické mř́ıžky.

zat́ımco pro druhý člen v rov. (15) dostáváme:

∑

mn

Jmn sm+sn−

=
1

N

∑

mn

∑

kk′

Jmn exp(ik ·Tm − ik′ ·Tn) s̃+(k)s̃−(k
′)

=
∑

kk′

s̃+(k)s̃−(k
′)

1

N

∑

n

exp[i(k− k′) ·Tn]

︸ ︷︷ ︸

δ
kk′

∑

m

exp[ik · (Tm −Tn)] Jmn

︸ ︷︷ ︸

J̃(k)

=
∑

k

J̃(k)s̃+(k)s̃−(k) .

• konečný tvar hamiltoniánu pak je

H =
∑

k

ω(k)s̃+(k)s̃−(k) , (23)

což dokazuje [s pomoćı rov. (19) a rov. (21)], že systém je ekvivalentńı sou-

stavě N nezávislých lineárńıch harmonických oscilátor̊u s frekvencemi ω(k)

• statistické vlastnosti transformovaného hamiltoniánu, rov. (23), vedou k

relaćım

〈s̃+(k)s̃−(k′)〉 = δkk′ 〈s̃+(k)s̃−(k)〉 , 〈s̃+(k)s̃−(k)〉 =
kBT

ω(k)
, (24)
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kde prvńı odráž́ı nezávislost dvou mód̊u s k 6= k′, zat́ımco druhá je d̊usledkem

ekvipartičńıho teorému klasické Boltzmannovy statistiky (aplikované na li-

neárńı harmonický oscilátor)

• z-ovou složku m-tého lokálńıho spinu lze vyjádřit z rov. (8), rov. (13) a

rov. (20) jako

smz = 1− sm+sm− = 1− 1

N

∑

kk′

exp[i(k− k′) ·Tm] s̃+(k)s̃−(k
′) ,

takže jej́ı statistické vystředováńı lze snadno źıskat z rov. (24),

〈smz〉 = 1 − 1

N

∑

k

〈s̃+(k)s̃−(k)〉 = 1 − kBT
1

N

∑

k

1

ω(k)
. (25)

Tento výsledek dokazuje, že: (i) redukce středńı magnetizace při konečných

teplotách je d́ıky teplotńı excitaci spinových vln, a (ii) klasický př́ıstup vede

k lineárńımu poklesu magnetizace s rostoućı teplotou, v rozporu s Blochovým

3/2-ovým zákonem.

2 Kvantový př́ıpad pro spiny S = 1/2

• v př́ıpadě jediného kvantového spinu se spinovým kvantovým č́ıslem S

(S = 1/2, 1, 3/2, 2, . . .) je Hilbert̊uv prostor (2S+1)-dimenzionálńı a spinové

operátory s = (sx, sy, sz) splňuj́ı s
2 = s2x + s2y + s2z = S(S + 1) a komutačńı

relace (s h̄ = 1)

[sx, sy] = isz , [sy, sz] = isx , [sz, sx] = isy , (26)

které odpov́ıdaj́ı klasickým Poissonovým závorkám, rov. (4)

• v př́ıpadě S = 1/2 lze spinové operátory realizovat pomoćı Pauliho spino-

vých matic 2× 2 jako

sx =
1

2




0 1

1 0



 , sy =
1

2




0 −i

i 0



 , sz =
1

2




1 0

0 −1



 (27)

• Hamiltonián spinu interaguj́ıćıho s magnetickým polem b ve směru osy z

je stejný jako v klasickém př́ıpadě, rov. (2),

H = −bsz , (28)
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a jeho statistické vlastnosti pro S = 1/2 lze snadno odvodit z vlastńıch

hodnot operátoru sz, tj. λ↑ = 1/2 a λ↓ = −1/2, a z př́ıslušných vlastńıch

vektor̊u

| ↑ 〉 =



1

0



 , | ↓ 〉 =



0

1



 , (29)

což dává kvantovou statistickou středńı hodnotu sz rovnou

〈sz〉 =
1

2
tanh

(

βb

2

)

, (30)

kde tanh(x) ≈ x pro x → 0 a tanh(x) ≈ 1 − 2 exp(−2x) pro x → +∞.

Posledńı výsledek lze zobecnit pro vyšš́ı S; to vede na

〈sz〉 = SBS(βSb) , (31)

kde BS(x) znač́ı Brillouinovu funkci.

• dynamika spinových operátor̊u v Heisenbergově reprezentaci

A(t) = exp(iHt)A exp(−iHt) , Ȧ(t) = i[H,A(t)] , (32)

dává pohybové rovnice stejné jako v klasickém př́ıpadě, rov. (5),

ṡx = −ib[sz , sx] = bsy , ṡy = −ib[sz , sy] = −bsx , (33)

které lze řešit (pro libovolné S) stejným zp̊usobem, viz rov. (6) a rov. (7),

s± = sx ± isy ⇒ [s+, s−] = 2sz , ṡ± = ∓ib s± , (34)

což vede k periodickému pohybu s frekvenćı ω = b

• ve speciálńım př́ıpadě S = 1/2 splňuj́ı zavedené operátory s± vztahy

s+ =




0 1

0 0



 , s− =




0 0

1 0



 , sz =
1

2
− s−s+ , (35)

a dále plat́ı následuj́ıćı identity

s2x = s2y = s2z =
1

4
, s2+ = s2− = 0 , s+ = s+− ,

s+| ↑ 〉 = 0 , s+| ↓ 〉 = | ↑ 〉 , s−| ↓ 〉 = 0 , s−| ↑ 〉 = | ↓ 〉 . (36)

Tyto relace ukazuj́ı, že pro spinové stavy pobĺıž ‘severńıho pólu’ lze operátor

s−s+ považovat za ‘malý’.
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• pro kvantový feromagnet s S = 1/2 na Bravaisově mř́ıžce jsou vztahy

podobné jejich klasickým protěǰsk̊um; tvar hamiltoniánu voĺıme, viz rov. (1),

H = −
∑

mn

Jmn sm · sn − b
∑

m

smz , (37)

kde sm = (smx, smy, smz) a kde komutačńı relace mezi složkami spinových

operátor̊u sm a sn jsou

[smx, sny] = iδmnsmz ≈ i

2
δmn , (38)

což odpov́ıdá Poissonovým závorkám v rov. (16)

• operátory sm± jsou definovány pomoćı

sm± = smx ± ismy ⇒ [sm+, sn−] = δmn , (39)

takže p̊uvodńı složky smx, smy a smz lze vyjádřit jako

smx =
sm+ + sm−

2
, smy = −i

sm+ − sm−

2
, smz =

1

2
− sm−sm+ , (40)

viz též rov. (35)

• k vyjádřeńı hamiltoniánu, rov. (37), pomoćı sm± využijeme

smxsnx + smysny =
1

2
(sm+sn− + sm−sn+) ,

smzsnz ≈ 1

4
− 1

2
(sm−sm+ + sn−sn+) , (41)

kde ve druhém vztahu jsme zanedbali člen sm−sm+sn−sn+ (součin dvou ‘ma-

lých’ operátor̊u); to vede na tvar

H = (J + b)
∑

m

sm−sm+ −
∑

mn

Jmn sm−sn+ , (42)

kde jsme vynechali aditivńı konstantu. Tento výsledek se shoduje s klasickým

výrazem rov. (15); všimněme si pořad́ı operátor̊u sm− a sn+, d̊uležité zejména

v prvńım členu

• pohybová rovnice pro operátory sm− plyne z rov. (32), rov. (39) a rov. (42):

ṡj− = i[H, sj−] = i(J + b)sj− − i
∑

n

Jjnsn− , (43)

což je soustava lineárńıch rovnic shodná s klasickou rov. (17)
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•mř́ıžková Fourierova transformace vedoućı k operátor̊um s̃±(k) a jej́ı inverze

jsou shodné s rov. (18) a rov. (20); podobně dostaneme

s̃+(k) = s̃+−(k) , [s̃+(k), s̃−(k
′)] = δkk′ , (44)

jakožto kvantové protěǰsky klasických vztah̊u, rov. (19) a rov. (21); pohybová

rovnice pro operátor s̃−(k) je shodná s klasickou rov. (22), což dává shodný

magnonový disperzńı zákon ω(k)

• vyjádřeńı hamiltoniánu, rov. (42), pomoćı operátor̊u s̃±(k) lze źıskat stej-

ným zp̊usobem jako v př́ıpadě klasickém; výsledek je

H =
∑

k

ω(k)s̃−(k)s̃+(k) , (45)

který se lǐśı od klasické rov. (23) pouze pořad́ım s̃−(k) a s̃+(k) a který

dokazuje ekvivalenci kvantového feromagnetu se systémem nezávislých line-

árńıch harmonických oscilátor̊u

• kvantové statistické vlastnosti hamiltoniánu H , rov. (45), vedou ke vz-

tah̊um analogickým s rov. (24), totiž,

〈s̃−(k)s̃+(k′)〉 = δkk′ 〈s̃−(k)s̃+(k)〉 ,

〈s̃−(k)s̃+(k)〉 =
1

exp[βω(k)]− 1
, (46)

kde druhý vztah odráž́ı kvantové statistické vlastnosti jediného lineárńıho

harmonického oscilátoru a představuje též speciálńı př́ıpad Bose-Einsteinovy

distribučńı funkce

• operátor smz lze vyjádřit z rov. (40) a rov. (20) jako

smz =
1

2
− sm−sm+ =

1

2
− 1

N

∑

kk′

exp[i(k′ − k) ·Tm] s̃−(k)s̃+(k
′) ,

takže jeho kvantová statistická středńı hodnota vede s pomoćı rov. (46) a

pro b = 0 na

〈smz〉 =
1

2
− 1

N

∑

k

〈s̃−(k)s̃+(k)〉 =
1

2
− 1

N

∑

k

1

exp[βω(k)]− 1

≈ 1

2
− 1

ΩBZ

∫

BZ

1

exp(βDk2)− 1
d3k

≈ 1

2
− 4π

ΩBZ

∫ ∞

0

k2

exp(βDk2)− 1
dk

=
1

2
− 2π

ΩBZ

(βD)−3/2
∫ ∞

0

y1/2

exp(y)− 1
dy , (47)
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kde ΩBZ znač́ı objem 1. Brillouinovy zóny a kde jsme aproximovali disperzńı

zákon ω(k) ≈ Dk2; výsledná teplotńı závislost je tak

〈smz〉 =
1

2
− AT 3/2 , (48)

kde A je konstanta; tento výsledek je Bloch̊uv 3/2-ový zákon

• provedené odvozeńı rov. (48) ukazuje, že Bloch̊uv zákon má p̊uvod v tepelné

excitaci kolektivńıch mód̊u (magnon̊u) s kvadratickou disperzńı závislost́ı;

jejich vlastnosti při konečných teplotách vyžaduj́ı použit́ı kvantové statistiky

• poznamenejme, že středńı hodnoty (integrály) přes 1. Brillouinovu zónu v

rov. (25) a rov. (47) jsou konečné ve tř́ıdimenzionálńıch systémech, ale diver-

guj́ı v nižš́ıch dimenźıch. Tato skutečnost má těsnou souvislost s Mermin-

Wagnerovým teorémem o absenci spontánńıch magnetických uspořádáńı pro

isotropńı Heisenbergovy modely v dimenźıch jedna a dvě.

3 Magnony v antiferomagnetech

• uvažujme jednoduchý Heisenberg̊uv model antiferomagnetu na Bravaisově

mř́ıžce; jeho klasický hamiltonián je

H = − 1

2

∑

mn

Jmn (sm · sn + rm · rn) + L
∑

m

sm · rm , (49)

kde sm a rm jsou dva jednotkové vektory spjaté s m-tým uzlem mř́ıžky;

vektory sm lež́ı při ‘severńım pólu’, zat́ımco vektory rm lež́ı při ‘jižńım pólu’;

párové výměnné interakce Jmn jsou feromagnetické (Jmn ≥ 0) a veličina

L > 0 definuje lokálńı antiferomagnetickou interakci

• podobně jako v Sekci 1 můžeme použ́ıt přibĺıžeńı

smz ≈ 1− s2mx + s2my

2
, rmz ≈ −1 +

r2mx + r2my

2
, (50)

a zavést komplexńı proměnné

sm± =
smx ± ismy√

2
, rm± =

rmx ± irmy√
2

, (51)

což vede ke vztah̊um

sm · sn ≈ 1 + sm+sn− + sm−sn+ − sm+sm− − sn+sn− ,

rm · rn ≈ 1 + rm+rn− + rm−rn+ − rm+rm− − rn+rn− ,

sm · rm ≈ −1 + sm+rm− + sm−rm+ + sm+sm− + rm+rm− , (52)
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které lze použ́ıt v p̊uvodńım hamiltoniánu, rov. (49). Výsledná nová forma

hamiltoniánu je

H = −
∑

mn

Jmn (sm+sn− + rm+rn−)

+ (J + L)
∑

m

(sm+sm− + rm+rm−)

+L
∑

m

(sm+rm− + sm−rm+) , (53)

kde veličina J > 0 je definována v rov. (10) a kde byl vypuštěn konstantńı

člen.

• dynamika generovaná hamiltoniánem H , rov. (53), plyne z přibližných

Poissonových závorek

{sm−, sn+} = iδmn , {rm−, rn+} = −iδmn , (54)

jakož i z daľśıch triviálńıch závorek, jako např. {sm−, rn±} = {sm+, rn±} = 0.

Výsledné pohybové rovnice jsou

ṡj− = i

[

−
∑

n

Jjnsn− + (J + L)sj− + Lrj−

]

,

ṙj− = −i

[

−
∑

n

Jjnrn− + (J + L)rj− + Lsj−

]

, (55)

což představuje zobecněńı feromagnetického př́ıpadu, viz rov. (17).

•mř́ıžková Fourierova transformace všech veličin se zavád́ı shodně s předchoźı

rov. (18) [vztahy r̃±(k) ↔ rn± a s̃±(k) ↔ sn± jsou shodné], což vede k

pohybovým rovnićım pro s̃−(k) a r̃−(k), tj.,

˙̃s−(k) = i [M(k)s̃−(k) + Lr̃−(k)] , M(k) = L+ J − J̃(k) ,

˙̃r−(k) = −i [M(k)r̃−(k) + Ls̃−(k)] , (56)

které jsou vzájemně svázané d́ıky antiferomagnetické interakci L

• fundamentálńı řešeńı rov. (56) jsou charakterizována speciálńı časovou

závislost́ı, q̃−(k, t) ∝ exp[iω(k)t], q = r, s, což vede na zřejmý problém

vlastńıch hodnot:
∣
∣
∣
∣
∣
∣

M(k)− ω(k) L

L M(k) + ω(k)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 , (57)

který umožňuje explicitńı vyjádřeńı frekvence ω(k) jako

ω2(k) =
[

J − J̃(k)
] [

2L+ J − J̃(k)
]

, (58)
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kde pravá strana je vždy nezáporná d́ıky přijatým předpoklad̊um o výměn-

ných interakćıch Jmn a L

• výsledný magnonový disperzńı zákon, rov. (58), se pro L = 0 redukuje na

př́ıpad feromagnetu, rov. (22), zat́ımco pro L > 0 se kvalitativně lǐśı pro malé

vektory k: plat́ı ω(k) ≈ (2LD)1/2k pro k → 0, kde D znač́ı spinovou tuhost

feromagnetické párové interakce Jmn, tj. J − J̃(k) ≈ Dk2 pro k → 0; lineárńı

disperze pro antiferomagnetické magnony vede (v kombinaci s kvantovou

statistikou) k odlǐsnému ńızkoteplotńımu chováńı r̊uzných veličin (magneti-

zace podmř́ıžek, měrné teplo) antiferomagnet̊u ve srovnáńı s feromagnety s

kvadratickou disperźı magnon̊u

• úplné řešeńı modelu vyžaduje vlastńı vektory problému v rov. (57). To

vede na veličiny

u(k) =
L

√

L2 − [ω(k)−M(k)]2
, v(k) =

ω(k)−M(k)
√

L2 − [ω(k)−M(k)]2
, (59)

kde ω(k) ≥ 0 splňuje rov. (58); normalizace se voĺı jako

u2(k)− v2(k) = 1 , (60)

a nové dynamické proměnné aµ(k), µ = 1, 2, se pak zavedou vztahy

s̃+(k) = u(k)a1(k) + v(k)a∗2(k) ,

r̃+(k) = v(k)a1(k) + u(k)a∗2(k) . (61)

Lze dokázat, že Poissonovy závorky mezi novými proměnnými splňuj́ı

{a∗µ(k), aν(k′)} = iδµνδkk′ , {aµ(k), aν(k′)} = 0 , (62)

a že hamiltonián H , rov. (53), lze psát ve tvaru

H =
∑

k

ω(k) [a1(k)a
∗
1(k) + a2(k)a

∗
2(k)] . (63)

Naznačený postup představuje speciálńı př́ıpad Bogoljubovovy transformace;

výsledné rov. (62) a rov. (63) dokazuj́ı ekvivalenci antiferomagnetu se systé-

mem nezávislých lineárńıch harmonických oscilátor̊u.
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